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Esercizio 50 000 d sono rimborsati con rate mensili in 5 anni al 5%
annuo con rate in progressione aritmetica di ragione −2. Immediata-
mente dopo il decimo pagamento il debitore ottiene una sospensione
dei pagamenti di un anno. Alla ripresa dei pagamenti, avendo stabili-
to di non cambiare il numero delle rate residue e il tipo di rimborso si
determinino la nuova progressione di rate a rimborso e il totale degli
interessi pagati.
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Esercizio 50 000 d sono rimborsati con rate mensili in 5 anni al 5%
annuo con rate in progressione aritmetica di ragione −2. Immediata-
mente dopo il decimo pagamento il debitore ottiene una sospensione
dei pagamenti di un anno. Alla ripresa dei pagamenti, avendo stabili-
to di non cambiare il numero delle rate residue e il tipo di rimborso si
determinino la nuova progressione di rate a rimborso e il totale degli
interessi pagati.
Fissato ρ il primo termine e`:
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
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E` n = 60 quindi
a60|i12 = 53, 1338381 =⇒ α1 = 997, 584
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E` n = 60 quindi
a60|i12 = 53, 1338381 =⇒ α1 = 997, 584
δm =
ρ+ iαm+1 − [ρ+ i (ρ+ αn)] (1 + i)m−n
i2
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E` n = 60 quindi
a60|i12 = 53, 1338381 =⇒ α1 = 997, 584
δm =
ρ+ iαm+1 − [ρ+ i (ρ+ αn)] (1 + i)m−n
i2
Si puo` anche usare
δm =
ρ+ i(α1 +mρ)− [ρ+ i (nρ+ α1)] (1 + i)m−n
i2
con n = 60, m = 10, ρ = −2 abbiamo
δ10 =
(α1 − 20) i+ 120i+2−iα1(1+i)50 − 2
i2
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E` n = 60 quindi
a60|i12 = 53, 1338381 =⇒ α1 = 997, 584
δm =
ρ+ iαm+1 − [ρ+ i (ρ+ αn)] (1 + i)m−n
i2
Si puo` anche usare
δm =
ρ+ i(α1 +mρ)− [ρ+ i (nρ+ α1)] (1 + i)m−n
i2
con n = 60, m = 10, ρ = −2 abbiamo
δ10 =
(α1 − 20) i+ 120i+2−iα1(1+i)50 − 2
i2
infine sostituendo i valori di α1 e i abbiamo δ10 = 42 005, 095
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I dodici mesi di sospensione implicano la capitalizzazione del debito
che quindi diventa
δ10 = (1 + i)δ10 = 1, 05× 42 005, 095 = 44 105, 350
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I dodici mesi di sospensione implicano la capitalizzazione del debito
che quindi diventa
δ10 = (1 + i)δ10 = 1, 05× 42 005, 095 = 44 105, 350
Per trovare il nuovo “primo” termine applichiamo ancora
α11 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
ma questa volta con n = 50, A = δ10, ρ = −2
α11 = 1 024, 098
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Per trovare il totale degli interessi pagati dobbiamo calcolare
50∑
k=1
αk − A
sfruttando le proprieta` delle progressioni aritmetiche
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Per trovare il totale degli interessi pagati dobbiamo calcolare
50∑
k=1
αk − A
sfruttando le proprieta` delle progressioni aritmetiche
60∑
k=1
αk =
10∑
k=1
αk +
50∑
k=11
αk
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Per trovare il totale degli interessi pagati dobbiamo calcolare
50∑
k=1
αk − A
sfruttando le proprieta` delle progressioni aritmetiche
60∑
k=1
αk =
10∑
k=1
αk +
50∑
k=11
αk
La prima sommatoria a secondo membro vale
10
2
(α1 + α10) = 5× (997, 584 + 997, 584 + 18)
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La seconda sommatoria ha 50 addendi in progressione aritmetica e
vale
50
2
(α11 + α60) = 25× (1024, 098 + 1024, 098− 98)
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La seconda sommatoria ha 50 addendi in progressione aritmetica e
vale
50
2
(α11 + α60) = 25× (1024, 098 + 1024, 098− 98)
Conclusione
60∑
k=1
αk = 63 720, 74
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La seconda sommatoria ha 50 addendi in progressione aritmetica e
vale
50
2
(α11 + α60) = 25× (1024, 098 + 1024, 098− 98)
Conclusione
60∑
k=1
αk = 63 720, 74
La quota interessi e` quindi 63 720, 74− 50 000 = 13 720, 74
7/23 Pi?
22333ML232
Esercizio
30 000 d sono rimborsati in progressione geometrica di ragione ρ =
0, 9 con 50 rate mensili al tasso i12 = 0, 004. Quale e` la scadenza media
aritmetica delle rate e quale e` la scadenza media finanziaria al tasso
i?
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Esercizio
30 000 d sono rimborsati in progressione geometrica di ragione ρ =
0, 9 con 50 rate mensili al tasso i12 = 0, 004. Quale e` la scadenza media
aritmetica delle rate e quale e` la scadenza media finanziaria al tasso
i?
α1 =
A (1 + i)n (1 + i− ρ)
(1 + i)n − ρn
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Esercizio
30 000 d sono rimborsati in progressione geometrica di ragione ρ =
0, 9 con 50 rate mensili al tasso i12 = 0, 004. Quale e` la scadenza media
aritmetica delle rate e quale e` la scadenza media finanziaria al tasso
i?
α1 =
A (1 + i)n (1 + i− ρ)
(1 + i)n − ρn
prendendo A = 30 000, ρ = 0, 9, n = 50, i = 0, 004 si trova α1 =
3133, 23.
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Esercizio
30 000 d sono rimborsati in progressione geometrica di ragione ρ =
0, 9 con 50 rate mensili al tasso i12 = 0, 004. Quale e` la scadenza media
aritmetica delle rate e quale e` la scadenza media finanziaria al tasso
i?
α1 =
A (1 + i)n (1 + i− ρ)
(1 + i)n − ρn
prendendo A = 30 000, ρ = 0, 9, n = 50, i = 0, 004 si trova α1 =
3133, 23. La scadenza media finanziaria al tasso i e`
T =
ln
α1
A
1− ρn
1− ρ
ln(1 + i)
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sostituendo i valori si trova T = 9, 59008 cioe` 9 mesi e 18 giorni
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
3133, 23
2819, 90
2537, 91
2284, 12
...
24, 61
22, 15
19, 94
17, 94

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Per trovare la scadenza media aritmetica dobbiamo applicare la rela-
zione
T =
n∑
k=1
kαk
n∑
k=1
αk
=
α1
n∑
k=1
kρk−1
α1
n∑
k=1
ρk−1
=
(
nρn+1 − (n+ 1)ρn + 1)
(1− ρ)2
1− ρn
1− ρ
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Per trovare la scadenza media aritmetica dobbiamo applicare la rela-
zione
T =
n∑
k=1
kαk
n∑
k=1
αk
=
α1
n∑
k=1
kρk−1
α1
n∑
k=1
ρk−1
=
(
nρn+1 − (n+ 1)ρn + 1)
(1− ρ)2
1− ρn
1− ρ
semplificando
T = n+
1
1− ρ −
n
1− ρn
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Per trovare la scadenza media aritmetica dobbiamo applicare la rela-
zione
T =
n∑
k=1
kαk
n∑
k=1
αk
=
α1
n∑
k=1
kρk−1
α1
n∑
k=1
ρk−1
=
(
nρn+1 − (n+ 1)ρn + 1)
(1− ρ)2
1− ρn
1− ρ
semplificando
T = n+
1
1− ρ −
n
1− ρn
Nel nostro caso n = 50, ρ = 0, 9 abbiamo T = 9, 74098 cioe` 9 mesi e
22 giorni
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Esercizio
30 000 d sono rimborsati in progressione aritmetica di ragione ρ =
−10 con 50 rate mensili al tasso i12 = 0, 004. Quale e` la scadenza
media aritmetica delle rate e quale e` la scadenza media finanziaria al
tasso i?
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Esercizio
30 000 d sono rimborsati in progressione aritmetica di ragione ρ =
−10 con 50 rate mensili al tasso i12 = 0, 004. Quale e` la scadenza
media aritmetica delle rate e quale e` la scadenza media finanziaria al
tasso i?
prendendo A = 30 000, ρ = −10, n = 50, i = 0, 004 si trova α1
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Esercizio
30 000 d sono rimborsati in progressione aritmetica di ragione ρ =
−10 con 50 rate mensili al tasso i12 = 0, 004. Quale e` la scadenza
media aritmetica delle rate e quale e` la scadenza media finanziaria al
tasso i?
prendendo A = 30 000, ρ = −10, n = 50, i = 0, 004 si trova α1
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 899, 886
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Esercizio
30 000 d sono rimborsati in progressione aritmetica di ragione ρ =
−10 con 50 rate mensili al tasso i12 = 0, 004. Quale e` la scadenza
media aritmetica delle rate e quale e` la scadenza media finanziaria al
tasso i?
prendendo A = 30 000, ρ = −10, n = 50, i = 0, 004 si trova α1
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 899, 886
La scadenza media finanziaria al tasso i e`
T =
ln[n(α1 + αn)]− ln(2A)
ln(1 + i)
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sostituendo i valori si trova T = 21, 9266 cioe` 21 mesi e 28 giorni
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Per la scadenza media aritmetica la formula generale si specializza nel
modo seguente
T =
n∑
k=1
kαk
n∑
k=1
αk
=
n∑
k=1
k(α1 + (k − 1)ρ)
n∑
k=1
(α1 + (k − 1)ρ)
=
n∑
k=1
[ρk2 + (α1 − ρ) k]
n∑
k=1
(ρk + α1 − ρ)
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Per la scadenza media aritmetica la formula generale si specializza nel
modo seguente
T =
n∑
k=1
kαk
n∑
k=1
αk
=
n∑
k=1
k(α1 + (k − 1)ρ)
n∑
k=1
(α1 + (k − 1)ρ)
=
n∑
k=1
[ρk2 + (α1 − ρ) k]
n∑
k=1
(ρk + α1 − ρ)
Ora ricordato che
n∑
k=1
k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)
6
n∑
k=1
k =
n(n+ 1)
2
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troviamo
T =
(n+ 1) (3α1 + 2(n− 1)ρ)
6α1 + 3(n− 1)ρ
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troviamo
T =
(n+ 1) (3α1 + 2(n− 1)ρ)
6α1 + 3(n− 1)ρ
sostituendo otteniamo T = 22, 3201 cioe` 22 mesi e 10 giorni
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Esercizio
25 000 d sono rimborsati con 60 rate mensili in progressione geome-
trica di ragione 0, 95 al tasso i12 = 0, 0035. Determinare la somma
degli interessi pagati nel terzo anno.
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Esercizio
25 000 d sono rimborsati con 60 rate mensili in progressione geome-
trica di ragione 0, 95 al tasso i12 = 0, 0035. Determinare la somma
degli interessi pagati nel terzo anno.
Non siamo in presenza di un ammortamento uniforme, quindi dobbia-
mo risolvere il problema con un approccio generale. La somma degli
interessi pagati fra le scadenze m e p con 1 ≤ m < p ≤ n quando le
rate non sono tutte uguali e` data dalla relazione
H(m, p) =
p∑
k=m
αk − (δm−1 − δp)
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Α
m
Α
m +1 •••••••••••••••••••••••
Αp
0 m-1 m m+1 p n
La differenza fra il debito residuo in m − 1, che e` il debito in essere
prima del pagamento della rata m, ed il debito residuo in p, che si
genera al pagamento della rata p, indica la diminuzione del debito a
seguito dei pagamenti fra la scadenza m e la scadenza p. Dall’altro lato
nello stesso periodo il debitore ha versato αm + · · ·+αp. La differenza
fra queste due quantita` e` la remunerazione del creditore nel periodo
fra m e p quindi e` la quota interessi
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Per affrontare l’esercizio ci serve la formula per
p∑
k=m
αk con αk in
progressione geometrica di ragione ρ e primo termine α1
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Per affrontare l’esercizio ci serve la formula per
p∑
k=m
αk con αk in
progressione geometrica di ragione ρ e primo termine α1
p∑
k=m
αk = α1
p∑
k=m
ρk−1 = α1
ρm−1 − ρp
1− ρ
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Per affrontare l’esercizio ci serve la formula per
p∑
k=m
αk con αk in
progressione geometrica di ragione ρ e primo termine α1
p∑
k=m
αk = α1
p∑
k=m
ρk−1 = α1
ρm−1 − ρp
1− ρ
Poi bisogna ricordare che
α1 =
A (1 + i)n (1 + i− ρ)
(1 + i)n − ρn
δm = α1
ρm − ρn(1 + i)m−n
1 + i− ρ
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H(25, 36) =
36∑
k=25
αk − (δ24 − δ36) = α1ρ
24 − ρ36
1− ρ − (δ24 − δ36)
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H(25, 36) =
36∑
k=25
αk − (δ24 − δ36) = α1ρ
24 − ρ36
1− ρ − (δ24 − δ36)
α1 = 1389, 40 δ24 = 6527, 95 δ36 = 2997, 34
ρ24 − ρ36
1− ρ = 2, 6842
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H(25, 36) =
36∑
k=25
αk − (δ24 − δ36) = α1ρ
24 − ρ36
1− ρ − (δ24 − δ36)
α1 = 1389, 40 δ24 = 6527, 95 δ36 = 2997, 34
ρ24 − ρ36
1− ρ = 2, 6842
H(25, 36) = 198, 818
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Esercizio
25 000 d sono rimborsati con 60 rate mensili in progressione aritme-
tica di ragione 2 al tasso i12 = 0, 0035. Determinare la somma degli
interessi pagati nel terzo anno.
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Esercizio
25 000 d sono rimborsati con 60 rate mensili in progressione aritme-
tica di ragione 2 al tasso i12 = 0, 0035. Determinare la somma degli
interessi pagati nel terzo anno.
La somma degli interessi pagati fra le scadenze m e p con 1 ≤ m <
p ≤ n e` data da
H(m, p) =
p∑
k=m
αk − (δm−1 − δp)
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Esercizio
25 000 d sono rimborsati con 60 rate mensili in progressione aritme-
tica di ragione 2 al tasso i12 = 0, 0035. Determinare la somma degli
interessi pagati nel terzo anno.
La somma degli interessi pagati fra le scadenze m e p con 1 ≤ m <
p ≤ n e` data da
H(m, p) =
p∑
k=m
αk − (δm−1 − δp)
In questo caso essendo αk = α1 + (k − 1)ρ vale
p∑
k=m
αk =
p−m+ 1
2
[2α1 + ρ(p+m− 2)]
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α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 405, 767
mentre per il debito residuo si usa la
δm =
ρ + i (α1 +mρ)− (1 + i)m−n [ρ + i(nρ + α1)]
i2
con m = 25 e con m = p = 36 che porta δ24 = 16479, 67, δ36 =
11500, 49
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α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
= 405, 767
mentre per il debito residuo si usa la
δm =
ρ + i (α1 +mρ)− (1 + i)m−n [ρ + i(nρ + α1)]
i2
con m = 25 e con m = p = 36 che porta δ24 = 16479, 67, δ36 =
11500, 49 Conclusione
H(25, 36) = 598, 02
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Esercizio 4 pag. 140
Il signor Carlo decide di costituire un capitale di ¤5 520 in tre anni
facendo versamenti mensili secondo il piano di accumulo:
(i) primo anno versamenti mensili di ¤120;
(ii) secondo anno versamenti mensili di ¤150;
(iii) terzo anno versamenti mensili di ¤180.
Calcolare il tir dell’operazione.
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Siccome stiamo costituendo un capitale uguaglio, al tasso incognito
mensile x il montante dei versamenti al capitale “target”
5 520 = 120(1 + x)24s12|x + 150(1 + x)
12s12|x + 180s12|x
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Siccome stiamo costituendo un capitale uguaglio, al tasso incognito
mensile x il montante dei versamenti al capitale “target”
5 520 = 120(1 + x)24s12|x + 150(1 + x)
12s12|x + 180s12|x
Posto r = 1 + x posso scrivere
5 520 = 120
r36 − r24
r − 1 + 150
r24 − r12
r − 1 + 180
r12 − 1
r − 1
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Siccome stiamo costituendo un capitale uguaglio, al tasso incognito
mensile x il montante dei versamenti al capitale “target”
5 520 = 120(1 + x)24s12|x + 150(1 + x)
12s12|x + 180s12|x
Posto r = 1 + x posso scrivere
5 520 = 120
r36 − r24
r − 1 + 150
r24 − r12
r − 1 + 180
r12 − 1
r − 1
divido per 30 i due lati dell’equazione
184 = 4
r36 − r24
r − 1 + 5
r24 − r12
r − 1 + 6
r12 − 1
r − 1
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Siccome stiamo costituendo un capitale uguaglio, al tasso incognito
mensile x il montante dei versamenti al capitale “target”
5 520 = 120(1 + x)24s12|x + 150(1 + x)
12s12|x + 180s12|x
Posto r = 1 + x posso scrivere
5 520 = 120
r36 − r24
r − 1 + 150
r24 − r12
r − 1 + 180
r12 − 1
r − 1
divido per 30 i due lati dell’equazione
184 = 4
r36 − r24
r − 1 + 5
r24 − r12
r − 1 + 6
r12 − 1
r − 1
184 = 4r24
r12 − 1
r − 1 + 5r
12r
12 − 1
r − 1 + 6
r12 − 1
r − 1
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quindi
184 = (4r24 + 5r12 + 6)
r12 − 1
r − 1
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quindi
184 = (4r24 + 5r12 + 6)
r12 − 1
r − 1
moltiplico i due lati per r − 1
184(r − 1) = (4r24 + 5r12 + 6)(r12 − 1)
pongo
f(r) = (4r24 + 5r12 + 6)(r12 − 1)− 184(r − 1)
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quindi
184 = (4r24 + 5r12 + 6)
r12 − 1
r − 1
moltiplico i due lati per r − 1
184(r − 1) = (4r24 + 5r12 + 6)(r12 − 1)
pongo
f(r) = (4r24 + 5r12 + 6)(r12 − 1)− 184(r − 1)
F (r) = r− f(r)
f ′(r)
= r−
(
r12 − 1) (4r24 + 5r12 + 6)− 184(r − 1)
12 (4r24 + 5r12 + 6) r11 + (r12 − 1) (96r23 + 60r11)− 184
